Glava 2

METODI APROKSIMACIJE
AMPLITUDNIH | FAZNIH
KARAKTERISTIKA
ANALOGNIH FILTARA

Projektovange filtara, pojam pod kojim podrazumijevamo odredivanje funkcije
prenosa sistema sa zeljenim karakteristikama, oslikava nasu potrebu za idealnim
filtrom, koji bi trebao da bez slabljenja propusta signale iz propusnog opsega,
dok bi signali iz nepropusnom opsega trebali biti beskona¢no oslabljeni, tako
da njihova amplituda na izlazu filtra bude jednaka nuli. Takode je pozeljno
posti¢i da signali cije se sve frekvencijske komponente nalaze u propusnom
opsegu produ kroz filtar bez izoblicenja. Medutim, funkcije prenosa sistema
kojima realizujemo filtre su realne racionalne funkcije kompleksne ucestanosti,
sa konacnim brojem nula 1 polova. Prilikom projektovanja filtara realizibilnih
ovom klasom funkcija prenosa, idealne karakteristike filtara nije moguce
postiéi, ve¢ se one mogu samo aproksimirati. Stoga i specifikacije filtara moraju
uzeti u obzir ove neidealnosti, te se u njima navode granicne ucestanosti
propusnih 1 nepropusnih opsega, maksimalno dozvoljeno slabljenje u
propusnom i minimalno potrebno slabljenje u nepropusnom opsegu. Prilikom
projektovanja, prvo se aproksimacionim metodima postize zeljena amplitudna
karakteristika, a zatim se fazna karakteristiku koriguje ekvalizatorima faze.
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2.1 Funkcije prenosa analognih filtara

Podsjetimo se da je funkcija prenosa linearnih, vremenski invarijantnih sistema,
iskazana kao kolicnik Laplasove transformacije odziva Y (S) 1 Laplasove

transformacije eksitacije X (s) pri nultim pocetnim uslovima, zapravo koli¢nik

dva polinoma N(s) i D(s) sa realnim koeficijentima:

Y(s) b,s"+b, s"" +-+b, N(s)

H(s)= = mol

X(s) s"+a,_s""'++a, D(s)

, 2.1)

tzv. realna racionalna funkcja. Nakon faktorizacije polinoma u brojniku i
nazivniku, funkcija prenosa se moze zapisati u obliku:

CY(s)  (s—z)(s-2)...(s~2,)
X(s) K(S_Pl)(S—pz)...(s—pn)' (2.2)

Bududi da su koeficijenti funkcije H (S) realni, njene nule i polovi dolaze u

konjugovano kompleksnim parovima. Na Slici 2.1 je prikazan jedan moguci
raspored nula i polova funkcije prenosa u kompleksnoj s ravni.

4jQ
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X
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Slika 2.1 Mogucdi raspored nula i polova funkcije prenosa
u kompleksnoj s ravni.
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Korijeni polinoma D(s) su polovi funkcije prenosa H(s). Gledano u
kompleksnoj s ravni, za stabilne sisteme vrijedi da se polovi funkcije prenosa
nalaze u lijevoj poluravni, a karakteristiéni polinom D(s) mora biti Hurvicov

(Hurwitz) polinom, tj. imati sve koeficijente realne i pozitivne, a korijene u lijevoj
poluravni.

Ako svi kortijeni polinoma N(s) leze na imaginarnoj osi ili u lijevoj
poluravni kompleksne s ravni, funkcija prenosa H (S) se naziva minimalno

Jfazna funkcija. Kotijeni polinoma N(s) su nule funkcije prenosa H ().

Sa stanovista amplitudne karakteristike nevazno je da li funkcija prenosa ima
nule koje leze u lijevoj ili u desnoj poluravni, pod uslovom da su rasporedene
na isti nacin. Pod tim podrazumijevamo da nule iz jedne poluravni
predstavljaju sliku u ogledalu nula iz druge poluravni, tj. da su osno simetricne
u odnosu na imaginarnu osu. Ipak treba voditi racuna o tome da filtar sa
funkcijom prenosa koja ima nule u lijevoj poluravni ima manju fazu, $to u
prakti¢nim realizacijama znaci manje kasnjenje signala.

Primjer 2.1:

Odrediti amplitudne 1 fazne karakteristike filtara cije su funkcije prenosa

Hl(s)=S+Z . S —

i1H,(s)= 2=z gdje su z i p realne i pozitivne konstante.
s+p s+p

Riesenye:

Oba zadata sistema imaju istu amplitudnu karakteristiku:

Q +7
|H1(Q)|—|Hz(9)|—,/m, (2.3)

ali su im fazne karakteristike razlicite:

arg H, (Q) = arctg%—arctg%, (2.4
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argH2(Q)zﬂ'—arctgg—arctgg. 2.5)
z p
Kako je:
arcz‘g9 <z , (2.6)
z 2
slijedi:
Q
argH, (Q)—argH,(Q)=7x—2arctg—20. (2.7)
z

Dakle, sistem sa funkcijom prenosa koja ima nulu u desnoj poluravni ima
vecu fazu. Razmatranje se lako prosiri na sisteme sa vise nula funkcije prenosa.

O

Da bi se olaksalo projektovanje filtara, visi se normalizacija kompleksne
ucestanosti dijeljenjem sa pogodno odabranom normalizuju¢om ucestanoscéu €,

koja je najcesce jednaka granicnoj ucestanosti propusnog opsega:
5§ =—. 2.8)

Analogno vrijedi za kruznu ucestanost. Norzalizovann krugnu ulestanost cemo
oznacavati malim slovom @, tako da je:

Q
=—. 2.9
o= @9)

Radi jednostavnijeg postupka realizacije filtara vi$i se 1 normalizacija impedanse
dijeljenjem svih impedansi proizvoljno odabranom otpornoséu R,, ¢ime se
dobijaju normalizovane vrijednosti elemenata:

R =—, 2.10)

L =L>0, 2.11)
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C,=CQ,R,. 2.12)

NP filtar kod koga je izvrSena normalizacija ucestanosti i normalizacija
impedansi zvacemo NP prototip.

2.2 Specifikacija amplitudne i fazne karakteristike

Zahtjevi koje treba da zadovolji filtar se obicno zadaju u ustaljenom stanju,
funkcijom prenosa:

(2.13)

H(S) =V (S)/Vul (S)

gdje je sa Vul(s) oznacena Laplasova transformacija ulaznog, a sa Vl.zl(s)

s=jQ >
izlaznog napona na pristupnim krajevima filtra. Modul ove funkcije prenosa na
imaginarnoj osi:

|1 (Q)|=|H (5) (2.14)

s=jQ

je amplitudna karakteristika filtra, dok je njen argument na imaginarnoj osi:

9(Q)=arg(H(s)) (2.15)

5=jQ
fazna karakteristika filtra.

Za odredivanje funkcije prenosa filtra neophodno je postaviti zahtjeve koje
filtar treba da zadovolji u pogledu amplitudne i fazne karakteristike.
Uobicajeno je zahtjeve za amplitudnu karakteristiku izrazavati u decibelima:

M (Q)=-R(Q)=20log|H (Q)|[dB], (2.16)

gdje se sa M (Q) oznacava kriva pojacanja (magnitnda), a sa R(Q) kriva slabljenja
filtra. Za konkretnu ucestanost govorimo o pgjacanju, odnosno slabljenju filtra na
toj ucestanosti.

Zahtjevima u pogledu amplitudne karakteristike se zadaju granicne
frekvencije propusnih 1 nepropusnih opsega, pojacanje jednosmjerne
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komponente, dozvoljena odstupanja slabljenja u propusnim opsezima i
neophodna slabljenja u nepropusnim opsezima. Na Slici 2.2 prikazan je nacin
specificiranja amplitudne karakteristike za razlicite tipove filtara. Ovdje su sa
PO oznaceni propusni, sa NPO nepropusni, a sa TO prelazni opsezi. Kruzne
ucestanosti Q , Q i Q - su granitne uiestanosti propusnih, Q , Q 1 Q

nepropusnih opsega, dok R,, R, , R, oznacavaju slabljenja u propusnim, a

R, R,, R, unepropusnim opsezima.

sn >

Funkcija niskopropusnog filtra je da propusti spektralne komponente niskih
frekvencija od jednosmjernog signala do Zeljene grani¢ne frekvencije i da oslabi
visokofrekvencijske komponente signala. Ovaj filtar se specificira granicnom
ucestanoscu L2 propusnog, granicnom ucestanoscu 2 nepropusnog opsega,

pojacanjem jednosmjerne komponente, te slabljenjima u propusnom i
nepropusnom opsegu. Slicno se specificira i visokopropusni filtar. U praksi,
propusni opseg visokopropusnog filtra se ne proteze do beskonac¢nosti, veé je
ogranicen parazitnim kapacitivnostima. Propusnik i nepropusnik opsega imaju
po dva prelazna opsega koji ne moraju biti simetri¢ni, ali su filtri sa simetri¢nim
prelaznim opsezima jednostavniji za projektovanje.

U nekim aplikacijama oblik fazne karakteristike nije bitan, te je dovoljno
zadovoljiti zahtjeve za magnitudu. Medutim, postoje slucajevi kada je
neophodno voditi racuna o obliku fazne karakteristike, te se osim zahtjeva za
amplitudnu karakteristiku specificira i Zeljena fazna karakteristika ili zeljeno
grupno kasnjenje, koje se definise sa:

2.17)

Ako sistem treba da obezbijedi idealan prenos signala bez izoblicenja, onda
izlaz mora da bude savrSena replika ulaza, eventualno pomnozen sa nekom
konstantom K 1 zakasnjen za neko 7, tj.:

y(t)=Kx(t—-1,). (2.18)
Funkcija prenosa takvog sistema je:
H(s)=Ke™. (2.19)

Ovakav sistem ima konstantnu amplitudnu karakteristiku K , linearnu faznu
karakteristiku ¢(Q)=-7,Q i konstantno grupno kasnjenje 7(Q)=7,.
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Metodi aproksimacije amplitudnih i faznih karakteristika analognih filtara

Slika 2.2 Specifikacije amplitudnih karakteristika filtara: (a) NP filtar;
(b) VP filtar; (c) filtar PO i (d) filtar NPO.

13



GLAVA 2

U slucaju kada je fazna karakteristika linearna:

9(Q)=-7,Q, (2.20)

ako pretpostavimo da je signal na ulazu filtra prostoperiodicna funkcija:

x(7)=cosQt, (2.21)

signal na izlazu ce biti:

x(t)=cos(Qt +9(Q,)) =cos(Qyt —7,Q, ) =cosQ, (t-7,). (2.22)

U ovom slucaju, kasnjenje signala u vremenu 7, pri prolasku kroz filtar
jednako je grupnom kasnjenju za tu ucestanost:

7(Q,)= _dop 7,. (2.23)

Grupno kasnjenje u ovom slucaju ne zavisi od ucestanosti, $to znaci da sve
frekvencijske komponente signala podjednako kasne pri prolasku kroz filtar.

Posmatrajmo sada filtar sa amplitudnom karakteristikom koja je jednaka
jedinici 1 proizvoljnim oblikom fazne karakteristike. Amplitude pojedinacnih
frekvencijskih komponenti se ne¢e promijeniti prolaskom signala kroz ovakav
filtar. Medutim, ako je fazna karakteristika nelinearna, fazno kasnjenje
pojedinacnih frekvencijskih komponenti signala nije podjednako, te dolazi do
promjene oblika signala.

Veza izmedu faznog kasnjenja, tj. vremenskog pomaka pojedinacnih
frekvencijskih komponenti signala na izlazu filtra u odnosu na frekvencijske
komponente ulaznog signala, i grupnog kasnjenja nije jednostavna. Ona zavisi
od oblika krive grupnog kasnjenja, odnosno fazne karakteristike. Na primjer,
ako je u okolini posmatrane ucestanosti grupno kasnjenje priblizno linearno,
§to znaci da se fazna karakteristika u okolini te ucestanosti moze priblizno
opisati kvadratnom zavisnoscu:

¢(Q):—(TO/QO)QZ, (2.24)

priblizno fazno kasnjenje ove frekvencijske komponente signala se moze
odrediti iz:
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x(t)=cos(Qt+9(Q,))= cos[QOZ —é—oggj =cosQ, (1-7,) (2.25)

0

1iznosi 7,. Za faznu karakteristiku kvadratnog oblika grupno kasnjenje ocitano

na mjestu odgovarajuce frekvencijske komponente signala priblizno je dva puta
vece od njegovog faznog kasnjenja:

T(Qo): @

= Lo 0, =21, (2.26)

Q=Q, Qo

Sto je nelinearnost fazne karakteristike vise izrazena, to je teze na ovaj nacin
uspostaviti vezu izmedu faznog i grupnog kasnjenja, te ¢emo objasnjenje
fizickog znacenja pojma grupnog kasnjenja potkrijepiti rezultatima simulacije.

U fizickom smislu se grupno kasnjenje moze posmatrati kao kasnjenje
sporopromjenljive anvelope signala koji se sastoji od frekvencijskih
komponenti iz uskog frekvencijskog opsega. Kasnjenje anvelope signala
priblizno je jednako grupnom kasnjenju oditanom na frekvenciji one
komponente signala koja se nalazi u sredini posmatranog frekvencijskog
opsega.

Kako bismo ilustrovali znacenje grupnog kasnjenja kao kasnjenja anvelope
signala, posmatrajmo filtar sa faznom karakteristikom 1 grupnim kasnjenjem
prikazanim na Slici 2.3. Dovedimo na ulaz filtra slozenoperiodican signal koji
se sastoji od dvije komponente ucestanosti f'=430Hz 1 f=470Hz iz opsega
gdje je fazna karakteristika nelinearna 1 gdje karakteristika grupnog kasnjenja
ima izrazene vrhove. Frekvencija anvelope ovog slozenoperiodicnog signala
iznosi f=20Hz:

(1/2)cos(27 - 430)+(1/2) cos(27 - 470) = cos(27 - 20) cos(27 - 450) . (2.27)

Iz rezultata simulacije se moze zakljuciti da anvelopa slozenoperiodi¢nog
signala na izlazu kasni u odnosu na anvelopu ulaznog signala za priblizno
2.6ms koliko i iznosi grupno kasnjenje na ucestanosti u sredini posmatranog

frekvencijskog opsega, na ucestanosti f'=450Hz.

15
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Slika 2.3 (a) Fazna karakteristika; (b) grupno kasnjenje i
(c) kasnjenje anvelope signala.
Prilikom projektovanja filtara sa zadatom amplitudnom i faznom

karakteristikom moze se desiti da sistem nije minimalno fazni, tj. da funkcija
prenosa ima nule u desnoj poluravni kompleksne s ravni. Malo kasnije ¢emo
vidjeti da je sa stanovista realizacije pasivnih filtara, koji se izvode u vidu
ljestvicastth mreza, pogodno da nule funkcije prenosa budu na imaginarnoj osi.

Zbog toga se funkcija prenosa koja ima nule u desnoj poluravni kompleksne

s tavni, tzv. neminimalno fazna funkcja prenosa H, (s), razdvaja na dvije

funkcije prenosa i zapisuje u obliku proizvoda minimalno fazne funkcije

prenosa H,, () i funkcije prenosa filtra svepropusnika Hg, (s):
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H,(s)=H, (s) Hg(s). (2.28)

Prvo se realizuje minimalno fazna funkcija prenosa H,, (s) koja ispunjava

zahtjeve u pogledu amplitudne karakteristike, a zatim se Zeljena fazna
karakteristika postize kaskadnim vezivanjem filtra svepropusnika opsega
H,(s). Kaskadnim vezivanjem filtra svepropusnika opsega se ne mijenja
amplitudna karakteristika prvog filtra, jer je funkcija prenosa kaskadne veze
jednaka proizvodu funkcija prenosa u kaskadnoj vezi, a amplitudna
karakteristika filtra svepropusnika opsega je jednaka jedinici za svaku
ucestanost.

Razdvajanje funkcije prenosa H, (s) projektovanog filtra na minimalno

faznu funkciju prenosa H, (s) i funkciju prenosa filtra svepropusnika Hg, (s)
se vrsi na sljede¢i nacin. Posmatrajmo prvo raspored nula i polova
neminimalno fazne funkcije H, (s) u kompleksnoj s ravni, kao na Slici 2.4.

Dopunimo ovu sliku polovima i nulama u tackama koje predstavljaju slike u
ogledalu nula iz desne poluravni. Te dodatne nule i polove smo oznacili sa

"®". Svepropusna funkcija Hg,(s) se formira grupisuéi nule iz desne

poluravni u polinom u brojniku Ny, (s), a polove koji su njihova slika u

b

ogledalu iz lijeve poluravni u polinom u nazivniku Dy, (s):

Hg,(s)= (2.29)

Minimalno fazna funkcija H,, (s) sadrzi preostale polove i nule iz lijeve

poluravni (ukljuc¢ujuéi imaginarnu osu).

Funkcija prenosa filtra svepropusnika Hy, (s) ima nule u desnoj poluravni i

polove u lijevoj poluravni koji su slika u ogledalu nula iz desne poluravni, pa
vrijedi da je:

Ny (S)ziDso (_S)' (2.30)
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Slika 2.4 Postupak razdvajanja neminimalno fazne funkcije prenosa na
minimalno faznu funkciju prenosa 1 funkciju prenosa filtra
svepropusnika.

Amplitudna karakteristika filtra sa ovako formiranim polinomima u brojniku u
nazivniku njegove funkcije prenosa je:

|H(Q)=1, va, (2.31)

te se zaista radi o filtru svepropusniku opsega sa frekvencijskom
karakteristikom:

Hy,(Q)=e 9 (2.32)
gdje je D, (Q) realni, a D,(Q) imaginarni dio polinoma Dy, (Q).

Dakle, na ovaj nacin mozemo postiéi proizvoljnu faznu karakteristiku filtra,
odnosno zeljeno kasnjenje, a da se pri tome ne promijeni prethodno postignuta
amplitudna karakteristika. Zbog toga se filtar svepropusnik opsega naziva i
ekvalizator faze ili kasnjenja.
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2.3 Aproksimacija amplitudne karakteristike NP filtra

Da bi realizacija filtara bila moguca linearnim, vremenski invarijantnim
elektricnim mrezama, ¢ije su funkcije prenosa realne i racionalne funkcije:

_ Y(S) _ bmsm -’_bm—l'sryh1 ++b0 _ N(S)
X(s) s"+a,_s""+-+a, D(s)

H(s) , (2.33)
u istom obliku treba, na osnovu postavljenih zahtjeva, odrediti i funkciju
prenosa filtra. Medutim, ovakvim oblikom funkcije prenosa se ne mogu postici
frekvencijske karakteristike idealnog filtra, ve¢ ih je moguée samo
aproksimirati. Pri tome, kvadrat amplitudne karakteristike normalizovanog NP
filtra:

H (o)) = = = (2.34)

u propusnom opsegu |a)|S1 treba da aproksimira jedinicu uz maksimalno
dogvoljeno slabljenje dato sa R, [dB], dok u nepropusnom opsegu |co|>1 treba da

aproksimira nulu sa slabljenjem veéim od mznimalno propisanog slabljenja, datog sa
R [dB]. U prethodnim relacijama smo koristili oznake:

P(&')=N(w)N(-w), (2.35)

E(a)z)zD(a))D(—a)). (2.36)

U daljnjem izlaganju neemo posebno naglasavati da li se radi o
normalizovanom ili nenormalizovanom filtru jer na to ukazuju same oznake
koje se koriste za ucestanost kao nezavisnu varijablu. Za normalizovanu
kompleksnu ucestanost s nec¢emo uvoditi posebnu oznaku, osim kada to bude
neophodno, jer je skoro uvijek iz konteksta jasno da li se radi sa
normalizovanim ili nenormalizovanim kompleksnim ucestanostima.

Maksimalno dozvoljeno slabljenje u propusnom opsegu dato sa R, [dB]

odreduje dozvolienu valovitost € amplitudne karakteristike u propusnom
opsegu:
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R, =-20log =R, =10log(1+£’)= &’ =10"" —1. (2.37)

1
Vi+é€?

Sli¢no, ako je minimalno propisano slabljenje u nepropusnom opsegu
R [dB], onda je dozvoljena valovitost &° amplitudne karakteristike u

nepropusnom opsegu data sa:

R =-20log

1 = R, =10log(1+6%)= &* =10""" —1. (2.38)
V1+6°

Na Slici 2.5 je prikazana idealna amplitudna karakteristika NP filtra 1 granice
u kojima treba da se nade amplitudna karakteristika dobijena aproksimacionim
metodama. Funkcije prenosa drugih tipova filtara (VP filtra, filtra PO i filtra
NPO) mogu se dobiti iz funkcije prenosa NP filtra frekvencijskim
transformacijama, o kojima ¢e vise rijeci biti u daljnjem tekstu.

DefiniS§imo karakteristicnu funkcijn K (s) kao realnu racionalnu funkciju,

takvu da je:
H(o)f =—— 239
Za karakteristi¢nu funkciju K (s) vrijedi da je:
2 2 2
M T LT O T
[# () [N (@) [N (@)

Dakle, karakteristicna funkcija K(s) se definie tako da |K (a))|2

aproksimira nulu u propusnom opsegu, uz dozvoljenu valovitost datu sa £ te

da bude vece od minimalnog propisanog slabljenja u nepropusnom opsegu
datog sa &7, kao na Slici 2.6.

Opsti problem aproksimacije funkcije prenosa NP filtra se svodi na
pronalazenje racionalne karakteristicne funkcije:
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(@)

Slika 2.5 (a) Amplitudna karakteristika idealnog NP filtra i (b) granice u
kojima treba da se nade amplitudna karakteristika realnog NP filtra.

2
K 1.1 11
[ (@) il 1 |
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e 7
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Slika 2.6 Izgled karakteristicne funkcije na imaginarnoj osi.
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: (2.41)

takve da:
F(s) ima kotijene na j@ osi u propusnom opsegu,
N(s) ima kotijene na j® osi u nepropusnom opsegu,
3. |K(a))|2 <e?, |ol<1,
4. K (o) 28, |00,

Nule polinoma F(s) su nule refleksie @, , tako da za signale tih ucestanosti
imamo idealnu transmisiju signala ‘H (a)r )‘:1. Nule polinoma N(s) su nule
transmisije, oznacene sa @, . Signali tih ucestanosti uopste ne prolaze kroz filtar,

jer je | (@, )| =0.

Iz Furijeove analize znamo da je amplitudna karakteristika sistema sa
realnim impulsnim odzivom parna funkcija ucestanosti. Nakon odredivanja

kvadrata amplitudne karakteristike |H (a))|2 u obliku (2.34), kao koli¢nik dva
parna polinoma P(a)z) 1 E(a)z), te zamjene @’ sa —s°, polinome P(—sz) i

E (—sz) treba faktorizovati, odnosno napisati u obliku:

P(-s*)=N(s)N(-s), (2.42)
E(-s*)=D(s)D(-s), (2.43)
kako bismo mogli odrediti racionalnu funkciju H (s)=N(s)/D(s

Pri odredivanju polinoma D(s) iz (2.43), koristimo ¢&injenicu da polinom
E (—s2 ) , da bi bio paran, mora imati korijene simetricne u odnosu na ishodiste.
Bududi da D(s) mora biti Hurvicov polinom, on treba da sadrZi sve korijene
od E (—sz) iz lijeve poluravni kompleksne s ravni. Polinom N(s) je

eksplicitno odreden izborom nula transmisije na j@ osi u nepropusnom

opsegu:
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N(s) :k]'_[(s2 +ar )", (2.44)

gdje je k konstanta, dok su @, nule transmisije reda m,. Ako je m, =0, Vi,

onda filtar nema kona¢nih nula transmisije, tako da je N(s)=k i
H(s)=k/D(s).

Koeficijenti funkcije prenosa u (2.33) se mogu odrediti na osnovu polozaja
nula i polova funkcije prenosa u kompleksnoj s ravni. Ovi koeficijenti su se
ranije zadavali tabelarno (najcesée do reda 10), dok se u novije vrijeme za
njihovo odredivanje koriste softverski paketi, kao sto je npr. MATLAB.

Stepen n u funkciji prenosa filtra (2.33) nazivamo red filtra. Red filtra se bira
u zavisnosti od toga kojom brzinom treba da raste slabljenje na visokim
frekvencijama. Amplitudna karakteristika filtra na visokim frekvencijama tezi

nuli sa faktorom 1/@"™  a slabljenje raste sa 20(n—m) dB/dekadi:

~20log H (10e) —(—20log H () = —2010g;nm—(—2010g 1 J =
(10m) @

(2.45)
=20log(10@)"™" —20log(w)" " =2010g10"™" = 20(n—m).

2.3.1 Batervortovi filtri

Niskopropusni Batervortovi (Stephen Butterworth, 1885-1958) fiitri imaju
maksimalno ravnu amplitudnu karakteristikn u propusnom opsegu, $to znaci da je
ona jednaka jedinici za @=0 (idealna transmisija jednosmjerne komponente
signala), i da su sve moguce derivacije greske transmisije, koja se definise sa:

K (o)

, 2.46
1+|K(a))|2 (249)

A@*)=1-|H (o) =

jednake nuli za @=0, tj.:

|K(0)| =0, (2.47)
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R 2

d [ K (@) 2] —0, i=1,23,.. (2.48)
(do’) | 1+]K (o)) e

Bududi da je |K (a))|2 koli¢nik dva polinoma po @, tj.:

2 ayta@ +a,0 - +a,0”

K(w 2.49
() NoN(e) 249
kako bismo zadovoljili navedene uslove mora biti a, =0, i=0,1,---,n—1,
odnosno sve nule refleksije moraju biti u ishodistu, tako da je:
) 1 N (o)
|H (o) = (2.50)

K (@ [N +a,0

Stepen n polinoma u nazivniku mora biti bar za jedan veci od stepena m
polinoma u brojniku da bi transmisija bila jednaka nuli kada s —eo. Dakle, za

proizvoljan polinom N(s), odnosno za proizvoljan set nula transmisije,
mozemo konstruisati NP funkciju prenosa sa maksimalno ravnom
amplitudnom karakteristikom u propusnom opsegu.

Parametar a, se odreduje na osnovu maksimalnog dozvoljenog slabljenja u

propusnom opsegu. Iz postavljenih zahtjeva da slabljenje monotono raste sa
ucestano$cu, a da ne smije biti vece od maksimalno dozvoljenog slabljenja u

propusnom opsegu datog preko valovitosti £*, za kvadrat amplitudne
karakteristike na granici propusnog opsega vrijedi:

_ 1
1+&2

| (1) 2.51)

Poredeéi ovaj izraz sa vrijednos$cu kvadrata amplitudne karakteristike na
granici propusnog opsega:

| (60)|2=—1 = =>|H(1)|2=—1 : 2.52)
a a
I+ —— I+—"
N () [N (1)
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za NP filtar sa maksimalno ravnom amplitudnom karakteristikom dobijamo
valovitost u propusnom opsegu:

g =—1r_=10"% _] (2.53)

v ’

$to nam omogucava da odredimo koeficijent @, na osnovu date vrijednosti

slabljenja R, , ako smo prethodno odredili polinom nula transmisije N (s)

Veoma vazan specijalni slucaj NP funkcije prenosa sa maksimalno ravnom

amplitudnom  karakteristtkom je funkcija prenosa bez konacnih nula
transmisije, sa N(s)=1:
|H (o) - (2.54)
1+ & 0™

Amplitudne karakteristike normalizovanih NP filtara sa maksimalno
ravnom amplitudnom karakteristtkom i bez konacnih nula transmisije za
n=2,3,4 su prikazane na Slici 2.7.

Za ovaj slucaj, kad slabljenje monotono opada sa porastom ucestanosti, red
filtra n se odreduje iz uslova da slabljenje na grani¢noj ucestanosti
nepropusnog opsega @, treba da bude vele od propisanog minimalno

potrebnog slabljenja R, na sljededi nacin:
| 12

1010g<1+82a)52”)2RS = a)SZ" >e32 (100,1&_ _1) -
2.56
= 2nlogw, > 1og[g*2 (100-11% _1)} (2.50)

1og[g*2 (10™% —1)}
2logw, '

n> (2.57)
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|

1 w

Slika 2.7  Amplitudne karakteristike normalizovanih NP filtara sa
maksimalno ravnom amplitudnom karakteristikom u

propusnom opsegu 1 bez konacnih nula transmisije za
n=2,3 4.

Da bismo odredili lokacije polova ovog filtra, u izrazu:

|H ()| =H (0)H(-0) = (2.58)

‘2
1+ & @™

zamijenimo @’ sa —s’ iizjedna¢imo nazivnik dobijenog izraza sa nulom:

1+(-1)"&’s* =0. (2.59)

Korijeni ovog polinoma su polovi prenosne funkcije filtra:

n+l _ 1

2n 1 J(n+1+2k)7
s =—(-1) =—e , keZ. 2.60
k 82 ( ) 82 ( )

Zadrzavajudi samo korijene iz lijeve poluravni imamo zeljene polove:

2k+n+1

so=e e T k=0,1,2n-1 2.61)

-1
rasporedene uniformno na radijusu & %, na razmaku 180°/n. Raspored

5

polova za n=2,3,4 je dat na Slici 2.8.
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I

z
o

R AR
PARNPARNY,

n=2 n:3 }'Z=4

Qv
Qv
Qv

1 1 1

.

Slika 2.8 Lokacije polova Batervortovog filtra za n=2,3,4.

Iz €2=10""% -1 za =1 dobijamo da je R, =3dB slabljenje na granici

propusnog opsega, za @=1. Odgovarajuéi NP filtar bez konac¢nih nula
transmisije sa maksimalno ravnom amplitudnom karakteristikom ima funkciju
prenosa oblika:

1
s"+b 5"+t bs+1

H(s)= (2.62)
i naziva se Batervortov (Butterworth) filtar. U literaturi se Cesto 1 oni filtri bez
kona¢nih  nula  transmisije sa  maksimalno ravhom  amplitudnom
karakteristikom kod kojih je € #1 nazivaju Batervortovi filtri.

Koeficijenti b, se racunaju na osnovu polozaja polova u kompleksnoj sravni
zavisno od reda filtra. Nekada su ovi koeficijenti zadavani tabelarno, dok se u
novije vrijeme koriste softverski paketi koji olakSavaju ove proracune bez
kori§¢enja tabela.

Kako se pri odredivanju reda filtra uzima prvi cio broj vedi ili jednak
dobijenom rezultatu za n na osnovu (2.57), to znaci da je istim redom filtra
moguce zadovoljiti 1 strozije zahtjeve od postavljenih. Stoga je moguce, nakon
100.11?5 _1

a)Zn

s

. .. . . 2 -
usva]an]a Vrl]ednostl Za n, na osnovu 1zraza & = , pronacl novu

vrijednost za valovitost € u propusnom opsegu, koja ¢e osigurati slabljenje na
granici nepropusnog opsega jednako minimalnom dozvoljenom slabljenju R, .
Pri tome se u propusnom opsegu dobije maksimalno slabljenje manje od onog
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odredenog zahtjevima i prvobitnom vrijednos$¢u za &, a ucestanost na kojoj
slabljenje iznosi maksimalno dozvoljenih R, [dB] postaje veca od jedan. Sa

promjenom vrijednosti za £ mijenja se poluprecnik kruznice u kompleksnoj
ravni na kojoj su rasporedeni polovi prenosne funkcije Batervortovog filtra, a
samim tim i funkcija prenosa filtra.

2.3.2 Cebisevljevi filtri

Pokazalo se mnogo efikasnijim, umjesto monotono rastuce greske
aproksimacije u propusnom opsegu kod filtara sa maksimalno ravnom
amplitudnom karakteristikom, gresku aproksimacije rasporediti ravhomjerno u
propusnom ili nepropusnom opsegu. Filtre sa jednolikin oscilacijama amplitudne
karakteristike nazivamo Cebisevljevi (Pafnuty Lvovich Chebyshev, 1821-1894)
filtri ako je greska aproksimacije ravnomjerno rasporedena u propusnom
opsegu, a imerzni Cebisevljevi filtri ako je greska aproksimacije ravnomjerno
rasporedena u nepropusnom opsegu.

Cebisevijevi filtri
Rasporedivanjem greske aproksimacije ravnomjerno u cijelom propusnom
opsegu nastaju filtri sa karakteristi¢cnom funkcijom K(s) u obliku polinoma

koji osciluje uniformno izmedu 01 £ u propusnom opsegu:
K (o) =e°C2(w), (2.63)
gdje je:
-1<C, (@) <1 za 0<|@<1. (2.64)

Mi se ne¢emo zadrzavati na rigoroznim metodima za odredivanje polinoma
C, (@), ali je o¢ito da polinom:

n

n

C, (@)= cos| n® (o) ]| (2.65)
osciluje uniformno izmedu -11 1 i to sa rastu¢om frekvencijom kad » raste.

Iz poznatog matematickog identiteta koji se dokazuje indukcijom:
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-3
cosn® (@) =2""cos" O () —%2"’3 cos" ®(w)+ n(n=3) 2" cos" @ ()

s 2! (2.66)
_n(n_ )(}’l_ )2n77 005"76 q)(a))+
3!
slijedi da je cosn® (@) polinom po @ ako je:
O (w)=cos™ (@), |a|<1. (2.67)
Cebisevljev polinom reda n je:
C, (@) =cos(ncos™ w), |a|<1. (2.68)

U nepropusnom opsegu, za |@|=1, cos™ @ nije definisano, te se za C,(w)

usvaja hiperbolna kosinusna funkcija koja monotono raste za @>1:
C, (o) =ch(n ch™ a)) (2.69)

Prvih nekoliko Cebiéevljevih polinoma u propusnom opsegu ima oblik:

C,)(w)=cos0=1, (2.70)
C, (@) =cos(1-cos™ w)=w, (2.71)
C,(w)= cos(2 -cos™' a)) = 2[cos(cos’1 a))]2 -1=20’ -1, (2.72)

Cs(w)= cos(3 -cos”' a)) =-3 cos(cos’l a)) + 4[cos(cos’l a))J3 =-3w+4w’, (2.73)

C, (®)=cos(4-cos™ w)=1-8w’ +8w". (2.74)

Postoji rekurzivna trigonometrijska relacija:

cos[(n+1)x}:ZCosnxcosx—cos[(n—l)x] (2.75)

koja, kad se primijeni na Cebiéevljeve polinome, postaje:
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C

n+l

G (w)=1, C(o)=o.

(0)=20C, (@)~C

n—1

(w), n=12,... 276

Cebisevljev polinom n -tog reda ima sljedeée osobine:
1.0<|C,(w) <1 za [0 <1, dok je |C, ()| >1 za |@]>1,
C,(®) je monotono rastuci polinom za |a)| 21 1zasvako n,

(@)
C,(®) je paran polinom ako je n parno, a neparan ako je n neparno,

2.
3.
4. Cn(0)|=1 za n parno,
5. |c, (0)

C, (0 |=O za n neparno.

Dakle, ako se za aproksimaciju amplitudne karakteristike NP filtra koriste
Cebisevljevi polinomi, funkcija prenosa NP filtra sa jednolikim oscilacijama u
propusnom opsegu i bez konacnih nula transmisije se odreduje iz:

1
1+ CH (@)’

(@)

@2.77)

gdje je C, (@) Cebisevljev polinom reda n.

Amplitudna karakteristika Cebisevljevog filtra |H (a))| ima jednolike
oscilacije u cijelom propusnom opsegu. |H (O)|:1 za neparno n, a
|H(0)|=1/\1+& za parno n, dok je [H(1)|=1/V1+€,¥n. Dalie, |H ()|

monotono opada za |a)|>1. Postoji n kriticnih tacaka u propusnom opsegu

gdje |H (a))| poprima maksimalnu ili minimalnu vrijednost.

Na Slici 2.9 prikazane su amplitudne karakteristike normalizovanih
Cebiéevljevih filtara za red filtra n=2,3,4.
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H (o)

—_—

Vi+é?

Slika 2.9  Amplitudne karakteristike normalizovanih
NP Cebisevljevih filtara za n=2,3,4.

Polovi éebiéevljevog filtra se iz kvadrata amplitudne karakteristike:

H (o) =——— (2.78)
1+ &° cos (ncos" a))
odreduju na sljededi nacin. Uvedimo oznaku:
E=a+jf=cos' . (2.79)
J
tako da je:
s=0+ jo= jcos(a+ jf)=jcosocosh f+sinarsinh 3, (2.80)
odnosno:
o =sinasinh 3, (2.81)
w=cosacosh 3, (2.82)
2 1
H(s)-H(-s)=|H(® = 2.83
0y =moN] L =t 28
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Lokacija polova Cebiéevljevog filtra se odreduje iz uslova da nazivnik
funkcije prenosa bude jednak nuli:

1+ &’ cos® (n&) =0= (1+ jecosn)(1- jecosnE) =0=1% jecosnE =0, (2.84)

odakle slijedi da je:

cosné = cos(na+ jnf) =cosnacoshnff— jsinnosinhnff = +1 (2.85)
£

cosnacoshnﬂ=O/\sinnasinhn,Bzil. (2.80)
£
Rjesenja sistema jednacina zapisanog sa (2.85) i (2.86) su:

ak=izl;_17r, ,Bkzilsinh"l, k>0, (2.87)
n n £

pa su realni i imaginarni dijelovi polova od H (S)H (—S) koji se nalaze u lijevoj

poluravni sljedeci:

o, = —sinh(lsinh' ijsin 2k k=12,m, (2.88)
n £ n

@, =cosh (lsinh] lj cos 2k-1 T, k=12,....n. (2.89)
n £ 2n

Koriste¢i identitet sin” x+cos® x =1, mozemo pisati:

2 2
1"k —+ lwk =1, (2.90)
sinh? ( sinh™ ) cosh? (sinh_1 j
n E n E

. o . . . c sy (1]
$to znaci da polovi s, =0, + jw, leze na elipsi ¢ije su ose a =sinh| —sinh™ —
n £

(kraca) i b =cosh [lsinh'1 lj (duza).
n €

Sa poznatim polovima s,, k=1,2,...,n, funkcija prenosa Cebisevljevog filtra
poprima oblik:
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H(s)= 1 B 1/(2€)
2n—1€ll[(s_sk) Sn‘f‘bnS +"'+b1S+bO '
k=1

Slicno kao kod Batervortovog filtra, koeficijenti b, se racunaju na osnovu

2.91)

n—1

polozaja polova u kompleksnoj s ravni.

Pri dizajniranju Cebiéevljevog filtra imamo dva parametra: valovitost £ koja
je odredena maksimalnim dozvoljenim slabljenjem u propusnom opsegu

£=~10"" —1 i red filtra n, koji se odreduje iz uslova za slabljenje R, na

granicnoj ucestanosti nepropusnog opsega @, :

—10log (2.92)

- >
1+eC(w)

cosh™ (IOO‘IR” —1)/82

cosh™ @,

nz (2.93)

Inverzni Cebisevijevi filtri

Inverzni Cebiéevljev filtar ima monotono opadajuéu amplitudnu
karakteristiku u propusnom opsegu i jednolike oscilacije u nepropusnom
opsegu, te konacne nule transmisije, kao na Slici 2.10.

Kvadrat amplitudne karakteristike ovog filtra je dat sa:

: £C/(lo)
| 1+£C (o)

|H () (2.94)
Inverzni Cebisevljev filtar je jednako efikasan kao Cebisevljev filtar u smislu
da je isti red filtra potreban da se zadovolje postavljeni zahtjevi za amplitudnu

karakteristiku.
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1 @

Slika 2.10  Amplitudne karakteristike normalizovanih NP inverznih
Cebiéevljevih filtara za n=2,3,4.

pr(w)

\

1 w

Slika 2.11 Karakteristike grupnog kasnjenja filtara 8. reda za:
(a) Cebisevljev i (b) inverzni Cebisevljev filtar.

Medutim, postoje velike razlike u njihovim faznim karakteristikama i
grupnom kasnjenju. Cebidevljevi filtri u propusnom opsegu imaju izraZenije
varijacije grupnog kasnjenja nego inverzni Cebiéevljevi filtri, Slika 2.11. U
situacijama kada su male varijacije kasnjenja veoma vazne, kao $to su sistemi za
prenos slike ili podataka, inverzni Cebisevljevi filtri imaju prednost.
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2.3.3 Elipticki filtri

Rasporedivanjem greske aproksimacije i unutar propusnog 1 unutar
nepropusnog opsega, uz iste postavljene zahtjeve dobija se manji red filtra u
poredenju sa filtrima sa maksimalno ravnom amplitudnom karakteristikom i
filtrima sa jednolikim oscilacijama.

Rezultujuéa karakteristi¢na funkcija K (s) mora biti racionalna funkcija sa
kona¢nim nulama refleksije @, 1 konacnim nulama transmisije @, .

Karakteristi¢na funkcija:

K (o) =T} (o) (2.95)

sa jednakim maksimumima & u propusnom opsegu i jednakim minimumima u
nepropusnom opsegu, moze se ostvariti eliptickim funkcijama 7, (@), te se

rezultujudi filtri, sa kvadratom amplitudne karakteristike:

1

2
|HWN:;;E@5

(2.96)

zovu elipticki filtri, i Kawuerovi (Wilhelm Cauer, 1900-1945) fi/tri. Elipticka (u
literaturi poznata i kao Cebisevljeva) racionalna funkcija T, (@) je data sa:

2
Tum_kmfi:@ﬂfhl (2.97)
- o -’ '

i=1

za n parno, a sa:

(12 g — !
T, (w)=ko : 2_(0 (a)s/a)zi)

n

prli (2.98)

i=1
za n neparno.

Sve frekvencije su normalizovane tako da je granica propusnog opsega
®,=1. Konstanta k se odreduje iz uslova da su maksimumi oscilacija u

propusnom opsegu jednaki jedinici, te valovitost € odreduje velicinu oscilacija
u propusnom opsegu i racuna se kao obi¢no.
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Kada nivo oscilacija amplitudne karakteristike u nepropusnom opsegu tezi
ka nuli, elipticki filtri postaju jednaki CebiSevljevim filtrima, a kada se gube
oscilacije u propusnom opsegu, ovi filtri postaju inverzni Cebisevljevi filtri.
Elipticki filtri teze Batervortovim filtrima kada nivoi oscilacija u oba opsega,
propusnom i nepropusnom, teze ka nuli.

Eksplicitno odredivanje reda filtra »n je veoma tesko 1 zahtijeva
izracunavanje eliptickih integrala. Umjesto toga, Cesto se koriste parametarske
krive. U nepropusnom opsegu je €7, (w)>1, pa ako je R, slabljenje na
granici nepropusnog opsega za @=®,, mozemo uspostaviti sljedecu relaciju

izmedu |T, (a)s )

, R 1e:

R, =-20log|H (w,) =-10log—————=10log(1+£°T} (w,)) =
| () 1+T (w,) ( (@) , (299
z1010g€21;2(a)s):2010g8+2010g|7;(aqv)
tako da je:
R, +2010gl:2010g T (). (2.100)
£

Na osnovu (2.97) i (2.98) se izracunaju CebiSevljeve racionalne funkcije na

za razlicite vrijednosti reda filtra n.

granici nepropusnog opsega |7:1(a)5)
Dobijene vrijednosti se porede sa vrijednoscu |7;(ag)| koja se dobije u

zavisnosti od minimalnog propisanog slabljenja u nepropusnom opsegu i
valovitosti €, na osnovu (2.100). Na taj nacin se radi predikcija reda filtra, pa
se zatim provjerava da li su ispunjeni svi postavljeni zahtjevi. Ako nisu, red
filtra se povecava dok se ne postignu zeljene karakteristike.

Nakon odredivanja potrebnog reda filtra, kada su poznati svi parametri,
mogu se odrediti nule i polovi funkcije prenosa H(s). Analiticki proracuni

polozaja polova i nula u kompleksnoj s ravni, na osnovu kojih se odreduju
koeficijenti u funkciji prenosa eliptickih filtara:

H(s)= i 2.101)
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izlaze iz okvira ove knjige. Pri projektovanju filtara koristi¢emo gotove
programe koji proracunavaju ove koeficijente na osnovu postavljenih zahtjeva
za amplitudnu karakteristiku filtra.

Parametar H se bira tako da vr$na vrijednost pojacanja bude jednaka
jedinici. Nule refleksije @, 1 nule transmisije @, su u geometrijskoj simetriji
oko frekvencije (@, , tj. @ -@ =@,. Od cetiti parametra filtra £ 1 & (ili
ekvivalentno R, i R), zatim @, i stepena n, tri se mogu specificirati neovisno.

Na primjer, za date vrijednosti R,, R

s

1 @, potrebno je pronaci nule
transmisije @, , tako da T,(®) ima jednake minimume dovoljne visine u

n

nepropusnom opsegu. Tada je T, (@) potpuno poznato.

Amplitudne karakteristike NP eliptickih filtara za n=2, 3, 4 su prikazane na
Slici 2.12.

14 ()

Slika 2.12 Amplitudne karakteristike normalizovanih
NP eliptickih filtara za n=2,3, 4.
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2.4 Aproksimacija fazne karakteristike

Funkcije prenosa koje se koriste za aproksimaciju fazne karakteristike ili
grupnog kasnjenja imaju konstantnu amplitudnu karakteristiku na svim
frekvencijama. To su filtri svepropusnici, ¢ija funkcija prenosa ima oblik:

Nio (5) _ Dso (=)
Hy (s) =230 %) _ P05 (2.102)

75,6 T D)
Parametri funkcije prenosa (2.102) se biraju tako da ona aproksimira Zeljeno
kasnjenje. Normalizacija frekvencijske wvarijable pri aproksimaciji faznih
karakteristika filtara se vr$i sa Q,=1/7,, gdje je 7, kasnjenje jednosmjerne

komponente.

Za aproksimaciju fazne karakteristike koriste se Beselovi (Bessel) filtri. Na
osnovu:

H(w)=|H (o), (2.103)

dp()
w)=— 2.104

mozemo izraziti faznu karakteristiku filtra na sljedeéi nacin:
H(w)-H(o)=|H (o) " =H(s) H(-s) e, (2.105)
H(s)-H(s)=H(s) H(-s)e""| | (2.106)
s=jw
(@)=L L) (2.107)
2j H(—s) o
Grupno kasnjenje:

do(w)
=— 2.108
r(0) ==L 2108

dobijamo na sljedeéi nacin:
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do() _ 1 d | Hs)
do 2jdo| H(-s)

} . (2.109)

Izvodom logaritamske funkcije iz (2.109), uz smjenu s = j@ dobija se:

d(p(w):L.H(—w)i{ H(w) } (2.110)
do 2j H) do| H(-)
Koristeci formulu za izvod koli¢nika iz (2.110), dobijamo:
dp(@) _ 1 H(-0) H(@)H(-0) - H(-0)'H () (2.111)
do  2j H(o) [H(-0)] ’
dp(@) _ 1 H(-0) j-H(@H(-0)+j-H'(-0)H (@) 2.112)

do 2j H(w) [H(-0)]

U (2.111) je sa H(w)" oznacen izvod po @, dok je u (2.112) je sa H'(w)
oznacen izvod po j@.Nakon smijene @=s/j u (2.112) dobijamo:

dp(w) _1 H(=s) H'(s)H(=s)+ H'(=s)H (S)|

2 , (2.113)
do 2 H(s) [H(=5)]
dp(@) _ 1 H'(s)H(=s)+ H'(=s)H(s)| 2.114)
do 2 H(s)H (—s) o |
dp(@) _ 1] H'(s) , H'(=s) (2.115)
dw 21 H(s) H(-s) s:jw. |

do(o)
do

Kako je T(a)) =-
dobija:

, konac¢no se za grupno kasnjenje na imaginarnoj osi

r(w):—l{H'(SMH'(_S)} =- V’LH'(S)J , (2.116)
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gdje je sa .~ (+) oznaden parni dio funkcije.

Mnozenjem brojnika i nazivnika funkcije prenosa H (S) sa N (—S)

dobijamo:

H(s)= = 2.117)

pa grupno kasnjenje mozemo zapisati u obliku:

T(a)):l£m+MJ :.//[P'(S)J . (2.118)

P(s) P(-s) P(s)

Problem pronalaZenja funkcije prenosa H(s) sa Zeljenim grupnim
kasnjenjem 7(®) se svodi na pronalazenje polinoma P(s)=N(-s)-D(s)
takvog da .~ (P'(s)/P(s)) duZ j@ ose aproksimira Zeljeno kasnjenje. Cesto je
za to potrebna pomo¢ numerickih metoda. Jednom kad se pronade polinom
P(S) mora se izvrSiti njegova faktorizacija na N (—s) i D(s), pri ¢emu je
D(s) Hurvicov polinom stepena n ne manjeg od stepena m polinoma N(s).
Dakle, P(s) mora u lijevoj poluravni da ima najmanje toliko korijena koliko ih

ima u desnoj poluravni.

Jednacina (2.118) se sad moze koristiti za pronalazenje aproksimacije
funkcije prenosa NP filtra bez konacnih nula transmisije u obliku:

H(s)=Ke™® 2.119)

b

§to je idealna funkcija prenosa mreze bez izoblicenja, koja samo unosi
konstantno kasnjenje 7, 1 konstantno pojacanje 20logK .

Nakon normalizacije amplitudne karakteristike sa K :

H(s)=e™m (2.120)

b

i kompleksne ucestanosti s sa Q,=1/7,, dobijamo funkciju prenosa
normalizovanog filtra:
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H(s)=e " =e ™ =e”. (2.121)

Potrebno je pronacdi funkciju prenosa u obliku:

b b
H(s)= . =—2 2.122
(s) s"+b, s +...+bs+b, D(s) ( )

koja na neki nacin aproksimira funkciju e*. Uvrstavajuéi ovakav oblik
funkcije prenosa (2.122) u izraz (2.118) za grupno kasnjenje, dobijamo:

T(w)_lKD'(s)_i_D'(—s)J _D'(S)D(—S)+D'(—S)D(s)| L @123

2(D(s) D(=s))_, 2D(s)D(-s)

s=jo

Grupno ka$njenje 7(@) u (2.123) nije konstantno, ali moZe aproksimirati
konstantu. Ako prilikom aproksimacije zelimo da racionalna funkcija (2.123)
bude maksimalno ravna, na slican nacin kao kod Batervortovih filtara, (2.123)

2
treba svesti na oblik %, gdje je n stepen polinoma D(s). Kako je
aw

n

polinom u brojniku (2.123) stepena 2n—1, a u nazivniku stepena 2n sa
koeficijentom uz najvisi stepen @ jednakim 2(—1)", to znaci da na j@ osi

moramo zadovoljiti uslov da je:
2D(s)D(=s)=D'(s)D(=s)+D'(=s)D(s)+2(-1)"s", (2.124)
odnosno:
s2"{%[D'(S)D(—s)+D'(—s)D(s)}—D(s)D(—s)}=(—1)"+1, (2.125)

§to se moze svesti na:

s?"{.#[D'(s)D(=s)]-D(s)D(=s)} = (-1)""" (2.126)

Diferenciranjem po s dobijamo:

.7‘{[SD"(S) -2(n +s)D'(s)+2nD(s)]D(—s)} =0, (2.127)
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§to mora da vrijedi za svako s, ako hoéemo da H(s) ima maksimalno ravno

kasnjenje. Kako D(s)=0 nije kotistan rezultat, vrijedi da je:

sD"(s)=2(n+s)D'(s)+2nD(s)=0. (2.128)
Matematickom indukcijom se moze dokazati da je rjesenje diferencijalne
jednacine po D(s) date sa (2.128) Hurvicov polinom:
(2n —i )!

mﬂ i:071,"'an_17 b,,zl (2129)
t\n—it):

D(s) = ibisi, b =
i=1

Zbog veze (2.129) sa Beselovim polinomima, rezultujudi filtri se nazivaju Beselovi
filtri. Beselovi polinomi viseg reda se mogu dobiti rekurzivhom formulom:

D,(s)=(2n-1)D,_ (s)+s’D,,(s). (2.130)

Sa porastom reda filtra n raste tacnost aproksimacije grupnog kasnjenja.
Posmatrajmo:

n!
o (2n=i) 2'ml (n=i)!
b _ (‘n o2 n!_ (n=i)t L (2.131)
b, 2""iN(n—i)! 2n! 2n! 27!
(2n—1i)!
Kada n — e dobijamo:
b, L _1 (2.132)
b, (Zn)l 27 !
_ b L
lim H (s) = lim Th =1 ¢ (2.133)
' ThY s Y s
i=0 b, i=0i!

kao §to smo i Zeljeli. Naravno, za konacan red filtra n, funkcija prenosa H (s)

sa konacnom greskom aproksimira amplitudnu karakteristiku i1 grupno
kasnjenje.
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—20log|H(w)]

(@)

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

(b)

>
>

I
7

UJ:QTQ

Slika 2.13  (a) Slabljenje i (b) greska grupnog kasnjenja Beselovih filtara
u zavisnosti od reda filtra.
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Jedan jedini parametar, red Beselovog filtra n, mora biti pazljivo odabran,
tako da obje ove greske budu prihvatljivo male. Za odredivanje reda filtra
mogu se koristiti numericki postupci ili dijagrami koji prikazuju slabljenja i
normalizovane greske grupnog kasnjenja u procentima u zavisnosti od reda
filtra i normalizovane frekvencije @=Q7,, kao sto je prikazano na Slici 2.13.

2.5 Karakteristike filtara u vremenskom domenu

Osnovne parametri filtara koji u vremenskom domenu odreduju prelazni
proces, prikazani su na Slici 2.14. Kasujenje 7, se definise kao vrijeme potrebno
da jedinicni odskocni odziv dostigne polovinu svoje krajnje vrijednosti
(odnosno da impulsni odziv dostigne svoju maksimalnu vrijednost), dok se
vrijeme porasta T, definiSe kao vrijeme koje je potrebno da jedini¢ni odskocni
odziv poraste sa 10% na 90% svoje krajnje vrijednosti. Premasenje y je razlika
izmedu vrsne i krajnje vrijednosti jedinicnog odskocnog odziva. Na slikama
2.15-2.20 prikazani su primjeri jedini¢nih odskocnih i impulsnih odziva nekih
filtara.

0.5

0.1

Slika 2.14 Parametri prelaznog procesa prikazani na normalizovanom
jedini¢cnom odsko¢nom odzivu.
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\a(t)z 468

—

Slika 2.15  Jedini¢ni odskocni odzivi Batervortovih filtara reda 2,4,6 1 8.

Slika 2.16  Jedinic¢ni odskoc¢ni odzivi Cebiéevljevih filtara sa 3 dB slabljenjem
reda 2,4,618.

Slika 2.17  Jedini¢ni odskocni odzivi Beselovih filtara reda 2,4,6 1 8.
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/@QO_A t

Slika 2.18 Impulsni odzivi Batervortovih filtara reda 2,4,6 1 8.

Slika 2.19 Impulsni odzivi Cebiéevljevih filtara sa 3 dB slabljenjem
reda 2,461 8.

h(t)

Slika 2.20 Impulsni odzivi Beselovih filtara reda 2,4,6 1 8.
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2.6 Uporedne karakteristike analognih filtara

Za datu specifikaciju amplitudne karakteristike, red eliptickog je manji nego red
Cebisevljevog filtra, dok je Batervortov filtar najveceg reda. Osnovni razlog za
ove razlike lezi u distribuciji greske aproksimacije i konac¢nim nulama
transmisije, zbog kojih elipticki filtri imaju vtlo strmu karakteristiku u
prelaznom opsegu. Uporedne amplitudne karakteristike filtara istog reda
prikazane su na Slici 2.21, za red filtra pet, maksimalno dozvoljeno slabljenje u
PO od 3 dB i minimalno potrebno slabljenje u NPO od 30 dB. Prelazni opseg
je najsiri kod Batervortovog filtra, nesto uzi kod éebiéevljevog, dok elipticki
filtri  imaju najstrmiju amplitudnu  karakteristiku u prelaznom opsegu.
Najzahtjevniji parametar pri specifikaciji filtara je Sirina prelaznog opsega. Na
primjer, pri projektovanju NP filtra sa maksimalnim dozvoljenim slabljenjem u
PO od 0.5 dB i minimalnim propisanim slabljenjem od 23 dB u NPO, pri
w,=1.6, potreban je Batervortov filtar osmog reda, Cebidevliev petog i
elipticki filtar treceg reda. Za iste specifikacije slabljenja, ali sa @, =1.1 umjesto
w, =1.6, potreban je Batervortov filtar trideset i devetog reda, éebiéevljev filtar
desetog reda i elipticki filtar petog reda. Manji uticaj na red filtra imaju
propisana slabljenja, tako da se pri @, =1.1, ali uz dozvoljeno slabljenje u PO
od 3 dB i minimalno potrebno slabljenje od 30 dB u NPO, dobije da su

potrebni Batervortov filtar trideset i sedmog reda, Cebisevljevi filtri desetog
reda 1 elipticki petog reda, ¢ije su karakteristike prikazane na Slici 2.22.

Sljedece sto nas zanima kad poredimo filtre je fazna karakteristika, odnosno
grupno kasnjenje. Za isti red filtra, Cebiéevljevi 1 elipticki filtri imaju
nelinearnije fazne karakteristike i krive grupnog kasnjenja sa izrazenijim
vrthovima od Batervortovih filtara. Na Slici 2.23 prikazane su fazne
karakteristike ~Batervortovog, Cebiéevljevog, inverznog Cebiéevljevog i
eliptickog filtra petog reda. Medutim, ovakav nacin poredenja nije u potpunosti
korektan, ve¢ je bolje porediti filtre koji zadovoljavaju iste zahtjeve, umjesto
filtara istog reda. Na Slici 2.24 prikazane su fazne karakteristike za Batervortov
filtar trideset i sedmog reda, Cebisevljev filtar desetog reda, inverzni
Cebisevljev filtar desetog reda i elipticki filtar petog reda cije amplitudne
karakteristike ~zadovoljavaju sljedece zahtjeve: F,=1kHz, F, =1.1kHz,

R,=3dB i R =30dB. Primjetno je da u najvecem dijelu propusnog opsega

elipticki 1 inverzni Cebiéevljev filtar imaju manji nagib fazne karakteristike, a
time 1 manje grupno kasnjenje.
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20log|H (F)|[dB]

>
>

_50 1 |
500 1000 1500

|
2000

FH7)

Slika 2.21 Amplitudne karakteristike Batervortovog (crno), Cebisevljevog

(plavo), inverznog Cebisevlievog (crveno) i eliptickog (zeleno) filtra
petog reda.

\ 20log|H (F)|[dB]

1 | | | | | | Ly,
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

F[Hz]

Slika 2.22  Amplitudne karakteristike Batervortovog filtra trideset i sedmog reda
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A argH (F) [ng})d]

400 600 800 1000 <
T T T =

.

-2

-3F

4

6

-7+

\
\

Slika 2.23 Fazne karakteristike Batervortovog (crno), éebiéevljevog (plavo),

inverznog Cebisevljevog (crveno) i eliptickog (zeleno) filtra petog
reda.

\ arg H (F)[rad] F[Hz]

200 400 600 800 1000
T — T T T

Slika 2.24 Fazne karakteristike Batervortovog filtra trideset i sedmog reda

(crno), Cebisevljevog filtra desetog reda (plavo), inverznog
Cebisevljevog filtra desetog reda (crveno), i eliptickog filtra petog
reda (zeleno) koji ispunjavaju zahtjeve: F, =1kHz, F, =1.1kHz,

R,=3dB i R =30dB.
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a(t)

t

Slika 2.25  Jedini¢ni odskoéni odzivi Batervortovog (crno), Cebisevljevog
(plavo), eliptickog (zeleno) 1 Beselovog (crveno) filtra treceg reda.

h(t)

AN NI,
Vo= t

Slika 2.26 Impulsni odzivi Batervortovog (ctno), Cebisevljevog (plavo),
eliptickog (zeleno) i Beselovog (crveno) filtra treceg reda.

Uporedne karakteristike filtara u vremenskom domenu prikazane su preko
jedini¢nih odskoc¢nih 1 impulsnih odziva na Slici 2.25 i Slici 2.26, respektivno.
Elipticki i Cebisevljevi filtri, ¢iji se polovi nalaze blize imaginarnoj osi, imaju
izrezenije oscilacije i duze trajanje prelaznog procesa nego Beselovi i
Batervortovi filtri.
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2.7 Frekvencijske transformacije

Iz NP prototipa mogu se izvesti funkcije prenosa ostalih tipova filtara.
Oznacimo sa:

S=0+jw (2.134)
normalizovanu kompleksnu ucestanost NP filtra tako da je @=1 granica
propusnog opsega, zatim sa:

sS=0+jw (2.135)
normalizovanu kompleksnu ucestanost zeljenog filtra i sa Q nenormalizovanu
frekvenciju.

Ideja se sastoji u odredivanju funkcije preslikavanja:

§=F(s) (2.136)

b

koja ¢e transformisati propusne i nepropusne opsege zeljenog filtra u propusni,
odnosno nepropusni opseg NP filtra. Ako u funkciji prenosa NP filtra

kompleksnu uéestanost 5 zamijenimo sa F(s), dobi¢emo funkciju prenosa

zeljenog filtra.

Kako je funkcija prenosa zeljenog filtra realna racionalna funkcija, slijedi da
funkcija preslikavanja F(s) mora biti neparna realna racionalna funkcija takva
da je:

s=jo=F(jo)=jf (). (2.137)

Frekvencijska transformaciona funkcija:

o= [ (o) (2.138)

se bira tako da sve propusne opsege zeljenog filtra transformise u propusni
opseg NP filtra |(7)|Sl, a sve nepropusne opsege zeljenog filtra u nepropusni
opseg NP filtra |CT)|>1. Zbog jednoznacnosti preslikavanja, frekvencijska

transformaciona funkcija je monotono rastuéa, te f(@) ima jednostruke
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w = flw)

e
AR AR

Slika 2.27  Primjer frekvencijske transformacione funkcije.

nule @, u svakom propusnom opsegu i jednostruke polove @, u svakom

nepropusnom opsegu, kako je prikazano na Slici 2.27. Opste forme
frekvencijske transformacione funkcije f (a)) 1 funkcije preslikavanja F (s) su

date sa:
(T):f(a))=K<w _a)"1>(w _waz).”(w —a)al)(a) _a)“n), (2139)
oo -] )(o - )
FoF(s) K(s +a (s + @)+ ) o140

s(s+aj ) (s + )
1 m
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Transformacija niskopropusnog u visokopropusni filtar

Ucestanosti VP filtra se normalizuju sa granicnom ucestanoscu propusnog
opseg €, tako da je normalizovana grani¢na ucestanost propusnog opsega

@, =1. Propusni opseg VP filtra |a)| 21 treba preslikati u propusni opseg NP
filtra |CT)| <1, a nepropusni opseg VP filtra |a)| <1 u nepropusni opseg NP filtra

|cT)| >1. Pri tome frekvenijska transformaciona funkcija treba da ima oblik dat
sa (2.139). Ove zahtjeve ¢e zadovoljiti funkcija koja ima pol @=0 i nulu u
beskonacnosti, uz f (1) =1, kao na Slici 2.28. Prema tome, frekvencijska

transformaciona funkcija je:

1
o=—. 2.141
- @.141)
Funkcijom preslikavanja:
_ 1
s =— (2.142)
S

se funkcija prenosa NP filtra prevodi u funkciju prenosa VP filtra.

Slika 2.28 Transformacija propusnog i nepropusnog opsega VP filtra
u propusni i nepropusni opseg NP filtra. Propusni opsezi
su Srafirani.
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Transformacija niskopropusnog filtra u filtar propusnik opsega
Da bi propusni opseg filtra PO @), £ @< @), preslikala u propusni opseg NP
filtra |(7)| <1, a nepropusne opsege filtra PO @< @, i @> @, u nepropusni

opseg NP filtra |(7)|>1 i pri tome zadovoljila opstu formu datu sa (2.139),
frekvencijska transformaciona funkcija treba da ima oblik kao na Slici 2.29, tj.
da bude monotono rastu¢a sa nulom u |w|:1 i polovima u nuli i

beskonacnosti:

(2.143)

Granicne ucestanosti propusnog opsega @, 1 @, se preslikavaju u *1. Stoga
. . . .. _ 1 . I
tjeSavanjem jednadine |@|=1=> @’ i;a)—lzo dobijamo @, —@ =K' i
o, =1. Dakle, normalizuju¢a ucestanost Q, treba da bude geometrijska

stedina grani¢nih uéestanosti Q, =,/Q,Q, , dok je parametar K zapravo faktor
kvaliteta:

K= = =0-p, (2.144)

gdje je:
(2.145)

Sirina propusnog opsega.

Dakle, funkcija preslikavanja kojom se funkcija prenosa NP filtra prevodi u
funkciju prenosa filtra PO je data sa:

Q s’ +1_ _s'+1

B s N

(2.146)

s =

54



Metodi aproksimacije amplitudnih i faznih karakteristika analognih filtara

Slika 2.29 Transformacija propusnog i nepropusnih opsega filtra PO u
propusni 1 nepropusni opseg NP filtra. Propusni opsezi su
Srafirani.

Treba napomenuti da ova transformacija uvijek rezultuje simetricnim
filtrom PO, kod koga oba nepropusna opsega imaju pojednako slabljenje 1
sirine oba prelazna opsega su podjednake.

Transformacija niskopropusnog filtra u filtar nepropusnik opsega

Frekvencijska transformaciona funkcija (2.141) mijenja pozicije propusnog i
nepropusnog opsega. To znaci da bi primjenom funkcije preslikavnja (2.142)
na filtar PO dobili filtar NPO. Stoga je zeljena funkcija preslikavanja koja
prevodi funkciju prenosa NP filtra u funkciju prenosa filtra NPO recipro¢na
funkciji preslikavanja koja prevodi funkciju prenosa NP filtra u funkciju
prenosa filtra PO:

_ 1 = B s
S=——F—=—"— .
Os +1 Qs +1

(2.147)

Frekvencijska transformaciona funkcija je prikazana na Slici 2.30. Ovom
transformacijom se dobije simetricni filtar NPO sa jednakim osobinama u oba
propusna i oba prelazna opsega.
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Slika 2.30 Transformacija propusnih i nepropusnog opsega filtra NPO
u propusni i nepropusni opseg NP filtra. Propusni opsezi
su $rafirani.

56



